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C
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9
Sólido

Rígido:
Conjunto

de
partículas

finito
o

infinito
cuyas

distancias
relativas

se
m

antienen
constantes.

Consideraciones:

�
Las

dim
ensiones

y/u
orientación

del
sólido

influyen
en

el
m

ovim
iento.

En
caso

contrario
se

podría
estudiarcom

o
una

partícula.

�
Los

sólidos
reales

sufren
deform

aciones,pero
suelen

m
uy

pequeñas
y

en
M

ecánica
Clásica

se
desprecian.

�
Cuando

un
sólido

S
se

encuentra
en

m
ovim

iento
cada

uno
de

sus
puntos

tiene,
en

general,
una

trayectoria,
una

velocidad
y

una
aceleración

distinta.
Tam

bién,
el

punto
puede

pertenecer
a

distintossólidos.Portanto,habrá
que

especificar:

�
Elpunto

delsólido.

�
Elm

ovim
iento

concreto
alque

nos
referim

os
para

elm
ism

o

punto.

Ao

B

X

Z

Y

T

Z
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N
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Ao

B

X

Z

Y

T

Z

21 M
v

Punto al que se  
refiere

Sólido al que 
pertenece el punto M

Sólido en el que se 
sitúa el observador

•S
1 :suelo

•S
0 :coche

•S
2 :m

anivela
O

B
•S

3 :biela
AB

•S
4 :

ém
bolo

N
O

TAC
IÓ

N
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Y
portanto:

o
1

Y
1

S

      
Z

1

A

B

A
r

B
r

X
1

,
,

AB
cte

A
B

Sólido
 

�
�

2
,

,
AB

AB
AB

cte
A
B

Sólido
 

�
 

�
�

2
0

d
AB

d
AB

d
AB

AB
AB

AB
dt

dt
dt

�
�

�
 

�
 

Porla
definición

de
Sólido

Rígido:

0
d
AB

AB
dt

�
 

Teniendo
en

cuenta
que:

B
A

AB
r

r
 

�

(
)

0;
B

A
d
r

r
AB

dt �
�

 
B

A
dr

dr
AB

AB
dt

dt
�

 
�

�
B

A
v

AB
v

AB
�

 
�

Se
divide

la
expresión

porel
m

ódulo
de

:
AB

Pr
Pr

B
A

B
A

AB
AB

oy
sobreAB

oy
sobreAB

v
v

v
u

v
u

�
 

�

¿Cóm
o

influye
la

condición
de

Sólido
Rígido

en
lasvelocidadesde

lospuntos?
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�
De

este
m

odo
se

garantiza
que

las
distancias

entre
los

puntos
se

m
antienen

constantes.

�
A

esta
proyección

de
la

velocidad
se

le
denom

ina
velocidad

de
deslizam

iento
del

sólido
sobre

la
recta.

Las
proyecciones

de
lasvelocidades

de
dos

puntos
A

y
B

cualesquiera
delsólido

sobre
la

recta
AB

que
losune

esla
m

ism
a

(equiproyectividad).

o
1

Y
1

S

      
Z

1

X
1

A

B

A
r

B
r

B
v

A
v

Pr
Pr

B
A

B
A

AB
AB

oy
sobreAB

oy
sobreAB

v
v

v
u

v
u

�
 

�
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Ao

B

X

Z

Y

Pr
Pr

B
A

B
A

AB
AB

oy
sobreAB

oy
sobreAB

v
v

v
u

v
u

�
 

�

C
ondición cinem

ática de sólido rígido                                    C
inem

ática del S
ólido
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9
Grados

de
libertad:N

úm
ero

de
parám

etros
independientes

necesarios
para

describir
la

configuración
de

un
sistem

a.

Para sistem
a libres (sin ligaduras)
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�
Ecuación

delcam
po

de
velocidades

delsólido:

•
Expresión

que
perm

ite
calcular,en

un
instante

dado,las
velocidades

de
todos

los

puntosdelsólido
en

función
de

(Se
denom

ina
screw

ó
hélice)

•
Elpunto

M
y

elorigen
O

son
arbitrarios.En

consecuencia
la

ecuación
se

satisface

para
cualquierpareja

de
puntos

(A,B)delsólido:

•
La

velocidad
angular

esúnica,esla
m

ism
a

para
todoslospuntosdelsólido.

21
21

(
,

)
O
v

Z
{

21
21

21
M

O
v

v
O
M

Z
 

�
�

21
21

21
A

B
v

v
BA

Z
 

�
�

21
Z

Elm
ovim

iento
generaldelsólido

se
puede

interpretar
en

cada
instante

com
o

una
traslación

en
la

que
todos

los
puntos

delsólido
tienen

la
velocidad

correspondiente
alpunto

de
referencia

elegido,
,m

ás
una

rotación
alrededorde

un
eje

que
pasa

pordicho
punto

con
la

velocidad
angulardelsólido

21
Z

21 O
v
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21
21

21
M

O
v

v
O
M

Z
 

�
�

21
O
M

Z
�

21 O
v

O
M Velocidad 
angular

21
Z
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P
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�
Equiproyectividad:Las

proyecciones
de

las
velocidades

de
dos

puntos
A

y
B

cualesquiera
delsólido

sobre
la

recta
AB

que
losune

esla
m

ism
a.

B
A

v
v

AB
Z

 
�

�

(
)

B
A

AB
AB

AB
v

u
v

u
AB

u
Z

�
 

�
�

�
�

A

Coincide
con

la
condición

cinem
ática

de
sólido

rígido

�
Bidim

ensionalidad:En
cada

instante,todoslospuntos
situadossobre

una
recta

paralela
a

la
velocidad

angulardelsólido
tienen

la
m

ism
a

velocidad.

(
)

B
A

v
v

AB
Z

 
�

�
B

A
v

v
�

 

Por tanto, basta con determ
inar el cam

po de 
velocidades en un único plano ∏

 
perpendicular a          ya que se repite en todos 
los planos paralelos a ∏

.
21

Z

�
Sien

un
instante

concreto
la

velocidad
angular

es
nula,todos

los
puntos

tienen
la

m
ism

a
velocidad.U

n
caso

particulareselm
ovim

iento
de

traslación
velocidad.

(
)

B
A

v
v

AB
Z

 
�

�
0

B
A

v
v

�
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Z
1

X
1

o
1

Y
1

      
P

o

P
0

Z

S

eirm
d

2 O
v

Z
Z � OZ

2

O
v

O
P

Z
O
Z

Z �
 

�

P
v

E
je instantáneo de rotación y m

ínim
o deslizam

iento             C
inem

ática del S
ólido

�
Eirm

d:
lugargeom

étrico
de

los
puntos

delsólido
cuya

velocidad
es

paralela
a

la
velocidad

angulardelsólido.

Si
P

es
un

punto
que

pertenece
al

eirm
d,

su
velocidad

esparalela
a

y
se

verifica:

Ecuación vectorial del eirm
d 21
Z

0
(

)
(

)
P

O
O

v
v

O
P

v
O
P

Z
Z

Z
Z

Z
Z

�
 

 
�

�
�

 
�

�
�

�

2
0

(
)

O
v

O
P

O
P

Z
Z
Z

Z
 

�
�

�
�

�
�

2
2

O
O
P

v
O
P

O

Z
Z

Z
Z

Z �
�

 
�

�

2

O
v

O
P

Z
O
Z

Z �
 

�

O
tro

procedim
iento

equivalente
de

encontrar
la

ecuación
deleirm

d
es

im
poner

que
las

com
ponentesde

losvectores
paralelos

y
sean

proporcionales.
21

Z
21 O
v
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�
Eleirm

d
tienen

las
siguientespropiedadesque

derivan
delcam

po
de

velocidades:

•
Todos

sus
puntos

tienen
la

m
ism

a
velocidad,

ya
que

es
una

recta
paralela

a
la

velocidad
angular

21
Z

•
La

velocidad
de

suspuntosesm
ínim

a.

o
1

Y
1

X
1

ZP P
v

P
v

A

A
vPA

Z
�

A
P

paralelo
perpendicular

A
eirm

d
Si

v
v

PA
P

eirm
d

Z
Z

Z
�


½

 
�

�
®

¾
�

¯
¿

Se
denom

ina
velocidad

de
m
ínim

o
deslizam

iento.

es
la

hipotenusa
de

un
triángulo

rectángulo
cuyos

catetos
son

y
,

porlo
tanto

>
.

A
v

PA
Z
�

P
v

P
v

A
v
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�
La

velocidad
de

m
ínim

o
deslizam

iento:

�
Esla

m
ínim

a
delcam

po
de

velocidades.

�
Esiguala

la
proyección

de
la

velocidad
de

cualquierpunto
A

delsólido
en

la
dirección

de
(equiproyectividad

en
)

21
ZLa.velocidad

de
m

ínim
o

deslizam
iento

siem
pre

se
puede

calcularcom
o:

21
Z

A
P

v
v

PA
Z

 
�

�

(
)

A
P

A
P

proyecv
sobre

v

v
u

v
u

PA
u

Z
Z

Z

Z

Z
�

 
�

�
�

�
0

perpendiculares
;

con
u
Z

ZZ
 

m
o

.
(

)
P

A
m
íni

deslizam
v

v
v

u
u

Z
Z

 
 

�
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�
M
ovim

iento
helicoidal

equivalente:
Se

tom
a

un
punto

H
del

eirm
d

para
describir

el
cam

po
de

velocidades:

a.
Translación

en
la

dirección
deleirm

d
(

)con
la

velocidad
de

m
ínim

o
deslizam

iento

b.
Rotación

alrededordeleirm
d

con

21
21

21
A

H
Rotación

pu
D
eslizam

iento
v

r
H
A

a
v

Z
A

 
�

�
 

�

eirm
d 21

Z

21
Z

�
M
ovim

iento
helicoidal
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9
En

cada
instante

existe
un

Ú
N

ICO
eirm

d.Todos
los

puntos
de

dicho
eje

tienen
la

m
ism

a
velocidad

que:

9
Esparalela

a
la

velocidad
angular

9
Su

m
ódulo

esm
ínim

o

Estas
propiedades

perm
iten

situar
el

eirm
d

sin
necesidad

de
determ

inarlo
analíticam

ente

�
U

n
punto

de
velocidad

nula
(o

m
ínim

a,o
paralela

a
),

eleirm
d

pasa
pordicho

punto.

�
Dos

o
m

áspuntos
de

velocidad
nula

(o
m

ínim
a,o

paralela
a

),eleirm
d

es
la

recta
que

une
dichospuntos

21
Z
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�
Ecuación

delcam
po

de
aceleraciones

delsólido:

•
eselvectoraceleración

angulardelsólido
S

2 respecto
de

S
1 .

•
Los

dos
prim

eros
térm

inos
tienen

una
estructura

sim
ilar

a
la

del
cam

po
de

velocidades
(eje

);eltercero
(eje

)
rom

pe
la

estructura
porque

es
una

aceleración
centrípeta.Los

vectores
y

tienen
en

generaldirecciones

distintasy
variablescon

eltiem
po

21
21

D
Z

 

21
21

21
21

21
(

)
M

O
O
M

O
M

a
a

D
Z

Z
�

�
�

�
 

�

21
D

21
21

21
21

21
21

21
21

21
(

)
M

O
M

O

O
M

dv
dv

d
O
M

d
dO

M
a

a
O
M

dt
dt

dt
dt

dt
D

Z

Z
Z

Z

�

�
 

 
�

 
�

�
�

�

�
Se

deriva
elcam

po
de

velocidades

21
Z

21
Z

21
D
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21
2

1
1

2
21

21
(

)
O

M
O
M

O
M

a
a

Z
Z

D
�

�
�

�
 

�

21
21

(
)

O
M

Z
Z

�
�

21
D

21
Z

21 O
a

21
O
M

D
�
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C
inem

ática del Sólido

Consideraciones generales
N

otación
Condición cinem

ática de sólido rígido
Grados de libertad
Cam

po de velocidades
Propiedades del cam

po de velocidades
Eje instantáneo de rotación y m

ínim
o deslizam

iento
Cam

po de aceleraciones
Casos particulares

M
ovim

iento de traslación
M

ovim
iento de rotación alrededor de un eje fijo

M
ovim

iento con un punto fijo
M

ovim
ientos planos
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�
M
ovim

iento
de

traslación:U
n

sólido
tiene

un
m

ovim
iento

de
traslación

cuando
cualquier

segm
ento

rectilíneo
delsólido

conserva
su

dirección
durante

elm
ovim

iento
delm

ism
o.

B
v

A
v

o
1

Y
1

S
2

      
Z

1

A

B

A
r

B
r

X
1

A

B

t1

t2

A
v

B
v

A
a

B
a

A
a

B
a

S
2

,
,

AB
cte

A
B

Sólido
 

�
�

0;
d
AB
dt

 
(

)
0

B
A

d
r

r
dt �

 
�

21
21

B
A

v
v

 
21

21
B

A
a

a
 

En
cada

instante,
todos

los
puntos

se
m
ueven

igual
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¿Algún
elem

ento
de

estos
m

ecanism
os

tiene
un

m
ovim

iento
de

traslación?
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�
Rotación

alrededorde
un

eje
fijo:dospuntosdelsólido

(A
y

B)perm
anecen

fijos
respecto

delsistem
a

de
referencia

delm
ovim

iento.Debido
a

la
condición

de
indeform

abilidad
del

sólido,todoslospuntossituadossobre
la

recta
que

une
A

y
B,tam

bién
son

fijos

      

      

o
1

S
2

      
Z

1

A

B D

ER
Fijo

X
1

Z

T
M

M
´

Y
1

21
d

u
dt T

Z
 

2
21

21
2

d
d

u
dt

dt
Z

T
D

 
 

21
21

0
A

A
recta

Sólido
v

a
A

recta
�

�
o

 
 

�
�
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M
v

o
1

S
2

Z
1

A B D

ER
Fijo

ZT
M

M
´

Y
1

X
1

M
r

M
´

X
1

M
T

Z D
´

M
v

M
M

Z
 

�

´
Mt
a

M
M

D
 

�

2

´

M
n a

M
M

Z

 �

M
ovim

iento de rotación alrededor eje fijo                               C
inem

ática del S
ólido

�
Equivale

a
un

m
ovim

iento
plano.Elcam

po
de

velocidadesy
aceleraciones

es:

21
21

´
M
v

M
M

Z
 

�

2
21

21
21

´
´

M
a

M
M

M
M

D
Z

 
�

�
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A
=o

1

S
2

      
Z

1

N

D

eir
X

1

Z

T
M

M
´

M
ovim

iento con un punto fijo                                                  C
inem

ática del S
ólido

�
M
ovim

iento
con

un
punto

fijo:
un

punto
del

sólido
(A)

perm
anece

fijo
respecto

del
sistem

a
de

referencia
delm

ovim
iento.

�
Cualquier

m
ovim

iento
finito

delcuerpo
en

torno
a

un
punto

fijo
equivale

a
una

rotación
delcuerpo

alrededor
de

un
eje

particular
(paralelo

a
la

velocidad
angular)

que
pasa

por
dicho

punto
(T.Euler)

21
21

0
A

A
punto

A
Sólido

v
a

�
�

o
 

 

�
no

tiene
la

m
ism

a
dirección

que
la

velocidad
angular

ya
que

esta
varía

su
orientación

de
un

instante
a

otro.

�
Com

o
su

dirección
vendrá

determ
inada

por
la

tangente
a

la
curva

descrita
por

el
extrem

o
del

vector
al

variarcon
eltiem

po.

�
Lospuntos

de
dicho

eje
cum

plen:
o

Velocidad
nula

o
Aceleración

distinta
de

cero
o

Solo
elpunto

A
fijo

tiene
velocidad

y
aceleración

nula
a

lo
largo

deltiem
po

21
Z

21
D

21
21

d
dt

Z
D
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Y
1

      

M
v

A
=o

1

S
2

Z
1

Deir

Z
M

M
´

2
´

M
M

Z�

X
1

AM
D
�

M
ovim

iento con un punto fijo                                                  C
inem

ática del S
ólido

�
Elcam

po
de

velocidadesy
aceleracioneses:

2
21

21
21

´
M
a

AM
M
M

D
Z

 
�

�

21
21

M
v

AM
Z

 
�

21
21

21
21

(
)

M
a

AM
AM

D
Z

Z
 

�
�

�
�



27/17

Física I. G
yO

TA

21
21

(
)

O
M

Z
Z

�
�

21
D

21
Z

21 O
a

21
O
M

D
�

M
ovim

iento general                                                                C
inem

ática del S
ólido

21
2

1
1

2
21

21
(

)
O

M
O
M

O
M

a
a

Z
Z

D
�

�
�

�
 

�

Elm
ovim

iento
generaldelsólido

se
puede

interpretar
en

cada
instante

com
o

una
traslación

en
la

que
todos

los
puntos

delsólido
tienen

la
velocidad

correspondiente
alpunto

de
referencia

elegido,
,m

ás
una

rotación
alrededorde

un
eje

que
pasa

pordicho
punto

con
la

velocidad
angulardelsólido

21
Z

21 O
v

21
21

21
M

O
v

v
O
M

Z
 

�
�



28/17

Física I. G
yO

TA

C
inem

ática del S
ólido

Sea
la

cabina
(S

2 )de
una

noria
com

o
la

representada
en

la
Figura

1.Sea
R

elradio
de

la
estructura

(S
0 )

y
ω

la
velocidad

angular
de

ésta,
que

es
constante.

Se
considera

que
las

cestas
no

oscilan
respecto

de
la

estructura
de

la
noria.Entonces,la

velocidad
delpunto

A
de

la
cabina

respecto
delsuelo

para
elinstante

representado
será:

�����
Con

losdatosfacilitadosno
se

puede
calcular

21
0

A
v

 

21 A
v

R
j

Z
 

21 A
v

R
j

Z
 
�

2
21 A
v

Ri
Z

 
�



29/17

Física I. G
yO

TA

M
ovim

iento de traslación                                                        C
inem

ática del S
ólido

La
traslación

puede
serde

dostipos:

�
Rectilínea

�
Curvilínea:

Traslación
circular

Rotación



30/17

Física I. G
yO

TA

M
ovim

iento plano                                                                   C
inem

ática del S
ólido

�
M
ovim

iento
plano:las

velocidades
deltodos

los
puntos

delsólido
m

óvilS
O

son
siem

pre
paralelasa

un
m

ism
o

plano
fijo

delsistem
a

de
referencia.

1
S

o
1

Y
1

S
0

      

A
r B

r

X
1

B

0(
)A

S

1
S

A

0(
)

B
S

S
1

01
eirm

d

I
0

S

01 A
v 01 B
v

01
Z

01
0

I
v

 

�
Centro

instantáneo
de

rotación
(i)

:
Intersección

del
eirm

d
con

el
plano

geom
étrico

en
el

que
se

encuentran
confundidoslosplanos

y
.

0
S

1
S

Velocidad de m
ínim

o 
deslizam

iento es N
U

LA



31/17

Física I. G
yO

TA

�

•
Las

velocidades
de

los
puntos

situados
sobre

una
recta

perpendicularalplano
son

iguales,
y

por
tanto,

tam
bién

sus
trayectoriasy

susaceleraciones.

•
Elm

ovim
iento

–trayectorias,velocidades
y

aceleraciones-se
repite

en
planos

paralelos
alplano

de
referencia.

o
1

Y
1

S
0

      

A
r B

r

X
1

B

0(
)A

S

1
S

A

0(
)B

S

S
1

01
eirmd

I
0

S

01 A
v 01 B
v

01
Z

1
1

01
01

01
0

B
A

B
A

S
S

d
AB

dr
dr

v
v

AB
dt

dt
Z

·
·

�
 

 
 

�
 

�
¸

¸
¸

¹
¹

01
01

01
01

0;
B

A
B

A
v

v
v

v
�

 
 

�

Cam
po bidim

ensionalde velocidades y 
aceleraciones

M
ovim

iento plano                                                                   C
inem

ática del S
ólido



32/17

Física I. G
yO

TA

M
ovim

iento plano                                                                   C
inem

ática del S
ólido

�
Cam

po
de

velocidades,estructura
bidim

ensional

X
1

Y
1

O
1

0
1

S
S

{
01

01
1
k

Z
Z

 
01

0

Z

! 01
0

Z

�

Sección de S
0

O

M

01
01

01
M

O
v

v
O
M

Z
 

�
�

o
M

01 OM
Z

�

01 O
v

01 M
v

01
Z



33/17

Física I. G
yO

TA

M
ovim

iento plano                                                                   C
inem

ática del S
ólido

U
tilizando

elC.I.R.

01
01

01
01

0

M
I

v
v

IM
IM

Z
Z

 
�

�
 

�

I

01
Z

M

01
01

M
v

IM
Z

 
�

I

o

M

01 O
v

01 M
v

01
Z

I

A

M
01 A
v

01 M
v

I

o

M

01 O
v

01 M
v

B

01
01

M
v

IM
Z

 

01
01

B
v

IB
Z

 

01
01

A
v

IA
Z

 

01
01

C
O

v
v

IC
IO

  

01 B
v

C
01 C
v



34/17

Física I. G
yO

TA

M
ovim

iento plano                                                                   C
inem

ática del S
ólido

�
Cam

po
de

aceleraciones

01
01

01
01

01
(

)
M

O
O
M

O
M

a
a

D
Z

Z
�

�
�

�
 

�

Desarrollando
eldoble

producto
vectorial

2
01

01
01

01
01

01

0
(

)

(
.

)
M

O
O
M

O
M

O
M

a
a

D
Z

Z
Z

 
A

�
�

 
�

�

201
1

1
0

0
1

0
M

O
O

O
M

M
a

a
Z

D
�

�
 

�

21 O
a



35/17

Física I. G
yO

TA

S
ólidos en contacto. R

odadura y deslizam
iento                    C

inem
ática del S

ólido

�
Sólidos

en
contacto:

S
e

consideran
dos

sólidos
S

0
y

S
1

que
se

m
ueven

m
anteniendo

en
contacto

sus
superficies

exteriores
de

form
a

que
en

todo
m

om
ento

am
bas

adm
itan

elm
ism

o
plano

tangente
en

elpunto
de

contacto
M

�
Velocidad

de
deslizam

iento
(

):estará
contenida

en
elplano

tangente
com

ún

�
Velocidad

angular
delsólido

(
),

que
tiene

dos
com

ponentes:
�

Pivotam
iento

(
):

perpendicular
al

plano
tangente

com
ún

�
R

odadura
(

):
paralela

al
plano

tangente
com

ún

C
0

C
1

S
0

20 M
v

21 M
v

M

S
1

M
≡S

2

01 M
v

C
ondición cinem

ática

01
Z

21
01

20
01

21
20

M
M

M
M

M
M

v
v

v
v

v
v

�
 

�
 

�

p
Zr

Z



36/17

Física I. G
yO

TA

S
ólidos en contacto. R

odadura y deslizam
iento                    C

inem
ática del S

ólido



37/17

Física I. G
yO

TA

S
ólidos en contacto. R

odadura y deslizam
iento                    C

inem
ática del S

ólido

S
i

la
velocidad

de
deslizam

iento
es

nula
se

dice
que

los
sólidos

ruedan
y

pivotan
sin

deslizar,
aunque,

por
sim

plicidad,
habitualm

ente
se

em
plea

que
ruedan

sin
deslizar,

dando
porsobreentendido

que
con

ello
no

se
excluye

elpivotam
iento.



38/17

Física I. G
yO

TA

S
ólidos en contacto. R

odadura y deslizam
iento                    C

inem
ática del S

ólido

S
i

la
velocidad

de
deslizam

iento
es

nula
se

dice
que

los
sólidos

ruedan
y

pivotan
sin

deslizar,
aunque,

por
sim

plicidad,
habitualm

ente
se

em
plea

que
ruedan

sin
deslizar,

dando
porsobreentendido

que
con

ello
no

se
excluye

elpivotam
iento.



39/17

Física I. G
yO

TA

S
ólidos en contacto. R

odadura y deslizam
iento                    C

inem
ática del S

ólido
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X
0

Y
0

Z
0

S
e considera un disco de radio R

 que se desplaza en línea recta rodando sin deslizar 
con velocidad angular Z

¿C
óm

o rueda sin deslizar?

(A
nim

ación en página 143)
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